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Problema 1* 

Kélly foi dar uma volta ém séu carro. Duranté a viagém, um gato corréu na frénté do carro. Kélly pisou 

no fréio é évitou acidéntar o gato. Um pouco abalada, Kélly décidiu voltar para casa. 

O gra fico abaixo é  um régistro simplificado da vélocidadé do carro duranté a viagém. 

 

*Questão extraída de OCDDE. Pisa released itens. 

(a) Qual foi a vélocidadé ma xima do carro duranté a viagém? 

O véí culo mantévé vélocidadé ma xima constanté, igual a 60 km/h, a partir do témpo 9:02 até  o instanté 

aproximado dé 9:06. 

(b) Qué horas éram, aproximadaménté, quando Kélly pisou no fréio para évitar o gato? 

Dé acordo com o gra fico, o hora rio ém qué Kélly pisou no fréio ésta  répréséntado péla quéda brusca é acéntuada 

da vélocidadé, ou séja, por volta das 9:06. 

(c) O caminho qué Kélly pércorréu para voltar para casa foi mais curto do qué a dista ncia qué éla 

pércorréu dé casa ao local ondé ocorréu o incidénté com o gato? Dé  uma éxplicaça o para apoiar 

sua résposta, usando as informaço és fornécidas no gra fico. 

Aqui, usamos o fato dé qué sé a vélocidadé dé um carro (ém km/h) é  constanté ém um intérvalo dé témpo (ém 

hora), énta o a dista ncia pércorrida néssé intérvalo é  dada pélo produto éntré a vélocidadé é o témpo pércorrido.  

Véja qué das 9:02 a s 9:06 a vélocidadé éra constanté é igual a 60 km/h, énta o, sé considérarmos apénas éssa parté 

do trajéto dé ida, foram pércorridos, néssé intérvalo dé 4 minutos (qué équivalé a 4/60 hora) um total dé 60 ⋅
4

60
= 4 km. Obviaménté, a dista ncia pércorrida ém todo o trajéto dé ida foi maior qué 4 km, uma véz qué ainda 

tévé o trajéto pércorrido ondé a vélocidadé na o éra constanté.  

No caminho dé volta, a vélocidadé ma xima pércorrida foi dé 36 km/h, déssa forma, sé considérarmos qué éla 

usou 6 minutos (qué équivalé a 6/60 hora) na volta para casa, a dista ncia total pércorrida téra  sido dé 36 ⋅
6

60
=

3,6 km. Aqui é  importanté déstacar qué a dista ncia pércorrida na volta é  ménor qué éssés 3,6 km, uma véz qué 

tévé alguns tréchos ém qué a vélocidadé foi ménor qué 36 km/h é, alé m disso, éla lévou um pouquinho ménos 

qué 6 minutos na volta. 
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Logo, a dista ncia pércorrida na ida é  maior qué 4 km, énquanto a da volta é  ménor qué 3,6 km, ou séja, o caminho 

qué Kélly pércorréu para voltar para casa foi mais curto do qué a dista ncia qué éla pércorréu dé casa ao local 

ondé ocorréu o incidénté com o gato. 

 
 

  



 
 

Problema 2 

Considéré o séguinté éxpériménto: uma urna conté m inicialménté 1 bola vérmélha é 1 bola azul, 

distintas apénas péla cor. A cada rodada, réaliza-sé o procédiménto: 

• Sortéia-sé uma bola aléatoriaménté da urna;  

• Obsérva-sé a cor da bola; 

• A bola é  dévolvida a  urna, junto com mais uma bola da mésma cor. 

Por éxémplo, sé no iní cio do jogo (priméira rodada), a bola azul é  a sortéada, para a ségunda rodada a 

urna téra  3 bolas: 1 vérmélha é 2 azuis.  

(a) Complété o diagrama indicando, ém cada caso, como ficara  a composiça o da urna — quantidadé dé 

bolas vérmélhas (V) é azuis (A) — ao final da ségunda rodada. 

 

Résposta:  

 

(b) Justifiqué por qué, éncérrada a tércéira rodada, na o é  possí vél qué a urna éstéja com quantidadés 

iguais dé bolas da mésma cor.  

Dé uma rodada para a rodada séguinté a quantidadé dé bolas na urna auménta ém uma unidadé. Ao final da 

ségunda rodada éxistém 4 bolas na urna, énta o ao final da tércéira rodada éxistém 5 bolas. Como 5 é  í mpar, é  

impossí vél qué a quantidadé dé bolas azuis séja igual a quantidadé dé bolas vérmélhas.  
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(c) Em um dado moménto do éxpériménto, o nu méro dé bolas azuis é  o dobro do nu méro dé bolas 

vérmélhas (isso podéria ocorrér, por éxémplo, ao fim da priméira rodada). Quais outras rodadas sa o 

possí véis ocorrér novaménté? 

Solução 1: 

Sé o nu méro dé bolas azuis é  igual ao dobro do nu méro dé bolas vérmélhas, énta o a quantidadé dé bolas dévé sér 

um mu ltiplo dé 3. Como isso é  possí vél dé ocorrér na 1ª rodada (3 bolas na urna), énta o a pro xima rodada séra  

aquéla ém qué, ao final téra  6 bolas na urna, ou séja, a 4ª rodada, dépois a 7ª rodada, dépois a 10ª rodada, é assim 

por dianté, sémpré dé 3 ém 3. 

 

Solução 2: 

Séja V o nu méro dé bolas vérmélhas é A o nu méro dé bolas azuis. Sabémos qué:  

• O éxpériménto coméça com 1 bola vérmélha é 1 azul. 

• A cada rodada, uma nova bola é  adicionada, da mésma cor qué a sortéada. 

• Assim, apo s n rodadas, o nu méro total dé bolas séra : 𝑉 + 𝐴 =  + 𝑛. 

• A condiça o dada é : 𝐴 =  𝑉. 

 

Logo,  

 

𝑉 +  𝑉 =  + 𝑛 ⇒ 3𝑉 =  + 𝑛 ⟹ 𝑉 =
 + 𝑛

3
 

Para qué V séja um nu méro intéiro positivo, o numérador  + 𝑛 précisa sér mu ltiplo dé 3. Essa condiça o ocorré 

sémpré qué o nu méro dé rodadas for da forma 𝑛 = 3𝑘 +  , para k intéiro na o négativo. Isto é , nas rodadas 1, 4, 7, 

10, 13, ... 

 

 

  



 
 

Problema 3 

Em cada vé rticé dé um polí gono régular, déséja-sé éscrévér um nu méro intéiro positivo. Essés nu méros 

dévém satisfazér a séguinté condiça o: 

A soma de cada número com os seus dois vizinhos imediatos (um de cada lado) 

deve ser sempre igual a um mesmo valor (constante). 

(a) Béatriz usou um tria ngulo. Ela féz tal procédiménto dé modo qué a constanté fossé igual a 5. 

Abaixo, ésta o alguns éxémplos dé tria ngulos ja  préénchidos corrétaménté.  

 

Désénhé tré s outras manéiras distintas dé préénchér os vé rticés com intéiros positivos cuja soma 

local (cada nu méro com os dois vizinhos) séja igual a 5.   

Observação: o polí gono na o sofré rotaço és. 

 
Résposta: 

 

 

(b) Agora, Béatriz usou um héxa gono. Ela déséja préénché -lo dé modo qué a constanté ainda séja igual 

a 5.  

Quantos héxa gonos diféréntés éxistém? Ou séja, quantas manéiras distintas éxistém dé préénchér os 

séis vé rticés do héxa gono A, B, C, D, E é F, com intéiros positivos, dé modo qué a soma dé cada nu méro 

com séus dois vizinhos imédiatos séja sémpré igual a 5?  

 
Para qué a constanté séja 5, os nu méros ém tré s vé rticés consécutivos dévém sér 1, 2, 2 ou 3, 1, 1, como no itém 

antérior. No priméiro caso, témos as séguintés possibilidadés dé préénchiménto: 

 

No ségundo caso, témos as séguintés possibilidadés dé préénchiménto: 

 

1

2 2

2

2 1

1

1 3



 
 
Logo, sa o éxataménté 6 héxa gonos. 

 

Uma outra manéira dé pénsar séria obsérvar qué, uma véz éscolhida uma térna ordénada dé intéiros positivos 

(𝑎, 𝑏, 𝑐) tal qué 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 5, os vé rticés do héxa gono ficam détérminados dé manéira u nica.  

Com isso, obtémos (1, 2, 2), (2, 1, 2), (2, 2, 1), (1, 1, 3), (1, 3, 1) é (3, 1, 1) como todas as térnas dé nu méros intéiros 

positivos qué satisfazém a condiça o é, portanto, préénchém o héxa gono. 

 

(c) E sé o polí gono tivér 12 lados é a constanté for igual a 20? Quantas manéiras distintas éxistém dé 

préénchér os vé rticés com intéiros positivos qué satisfaçam a condiça o?  

Solução 1:  

Idé ntico ao itém (b), séjam 𝑎, 𝑏 é 𝑐 nu méros intéiros positivos qué ocupam vé rticés consécutivos. Uma térna 

ordénada  𝑎, 𝑏, 𝑐  tal qué 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 =  0 détérmina uma manéira u nica dé préénchér os vé rticés do dodéca gono 

régular. Ou séja, das igualdadés 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 =  0 é 𝑎2 + 𝑎3 + 𝑎4 =  0 ségué 𝑎4 = 𝑎1; dépois 𝑎5 = 𝑎2, 𝑎6 = 𝑎3, 

..., logo o padra o sé répété:  𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑎, 𝑏, 𝑐 . 

 

Com isso, contémos a quantidadé dé térnas dé intéiros positivos com tal condiça o. 

Sé 𝑎 =  8, nécéssariaménté  𝑏, 𝑐  =    ,   : 1 possibilidade; 

Sé 𝑎 =  7, énta o  𝑏, 𝑐  =    ,    ou   ,   : 2 possibilidades; 

Sé 𝑎 =  6, énta o  𝑏, 𝑐  =    , 3 ,   ,   ,  3,   : 3 possibilidades; 

Séguindo déssa forma, vémos qué com 𝑎 = 3 ha  16 possibilidades, com 𝑎 =   ha  17 possibilidades, é com 𝑎 =

 , ha  18 possibilidades.   

 

A quantidadé total dé térnas ordénadas é   +  + 3 + ⋯ 7 +  8 =
18∙19

2
=  7 . 

 

Portanto, éxistém 171 préénchiméntos (com vé rticés rotulados) para o dodéca gono ém qué a soma dé tré s 

vé rticés consécutivos é  20; cada um corréspondé a éscolhér uma térna ordénada  𝑎, 𝑏, 𝑐  dé intéiros positivos 

com 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 =  0, répétida ao longo do polí gono como  𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑎, 𝑏, 𝑐 . 

 

Solução 2:  

Obsérvé qué quando colocamos os nu méros ém tré s vé rticés consécutivos, automaticaménté fica définido o 

préénchiménto dos démais vé rticés do polí gono. Assim, précisamos apénas éncontrar o total dé térnas ordénadas 

 𝑎, 𝑏, 𝑐 , tais qué 𝑎, 𝑏 é 𝑐 sa o intéiros positivos é 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 =  0. 

 
 

Como 𝑎, 𝑏, 𝑐 ≥  , podémos fazér 𝑎 = 𝑥 +  , 𝑏 = 𝑦 +   é 𝑐 = 𝑧 +  , ondé 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 =  7.  

 

O total dé soluço és déssa équaça o é  igual ao total dé manéiras dé organizarmos, ém séqué ncia,  7 traços “|” é   

sinais dé adiça o “+”. Por éxémplo, a séqué ncia 

 

| | | | | + + | | | | | | | | | | | | 

 

ém qué indica 𝑥 = 5, 𝑦 = 0 é 𝑧 =   , conséquéntéménté, 𝑎 = 6, 𝑏 =   é 𝑐 =  3. 

 



 
 
Portanto, o total dé soluço és dé 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 =  7 é  calculado como a quantidadé dé formas diféréntés dé organizar 

ém uma fila, do tipo indiana, 19 objétos: 17 traços “|” é   sinais dé adiça o “+”.  

 

O résultado é  conhécido como o nu méro dé pérmutaço és com éléméntos répétidos (𝑃19
 17,2 

 , a sabér, o nu méro 

dé pérmutaço és féitas com 19 objétos, ém qué 17 sa o dé um tipo é 2 sa o dé outro tipo. 

 

𝑃19
 17,2 

=
 9!

 7! ⋅  !
=

 9 ⋅  8

 
=  7 . 

 

Logo, éxistém  7  manéiras distintas dé préénchér os vé rticés do polí gono.  

 

Solução 3:  

E  fato cla ssico qué o nu méro dé soluço és ém intéiros positivos dé  

x1 + x2 + x3 + ⋯+ xk = n 

é   

(
n −  

k −  
) 

 

Ou séja, disponha n “éstrélas” ém fila é éscolha k−1 posiço és dé “barras” éntré as n−1 lacunas para séparar as 

parcélas. Cada éscolha détérmina u nica soluça o, é vicé-vérsa. 

No caso do polí gono dé 12 vé rticés, é soma 20, témos 𝑘 = 3 é 𝑛 =  0, logo 

 

(
 0 −  

3 −  
) = (

 9

 
) =

 9 ⋅  8

 
=  7  

 

Portanto, éxistém 171 préénchiméntos (com vé rticés rotulados). 

 

  

 

 

  



 
 

Problema 4 

Na figura, considéré o tria ngulo  B  é o paralélogramo TME , com T ∈   B̅̅ ̅̅ , M ∈  B ̅̅̅̅  é E ∈    ̅̅̅̅ . Considéré 

qué 𝒜  B   réprésénta a a réa do tria ngulo  B . 

 

(a) Justifiqué qué os tria ngulos 𝐵𝑇𝑀, 𝐵𝐴𝐶 é 𝑀𝐸𝐶 sa o sémélhantés.  

Como o quadrila téro TMEA é  um paralélogramo, témos qué TM̅̅ ̅̅  é  paralélo a  E̅̅̅̅  é T ̅̅̅̅  é  paralélo a ME̅̅ ̅̅ .  

• Assim, o a ngulo B  ̂ é  igual ao a ngulo BTM̂ é ao a ngulo ME ̂. 

• Alé m disso, o a ngulo BMT̂ é  igual ao a ngulo B  ̂. 

Com isso, pércébémos qué os tria ngulos BTM, BAC é MEC possuém dois a ngulos iguais. Como dois parés dé 

a ngulos corréspondés iguais garantém a sémélhança dé tria ngulos, concluí mos qué 

∆BTM~∆B  ~∆ME  

(b) Démonstré qué √𝒜 𝐴𝐵𝐶 = √𝒜 𝐵𝑇𝑀 + √𝒜 𝑀𝐸𝐶 . Ou séja, éxpliqué por qué a igualdadé é  

vérdadéira. 

Pélo itém (a), os tria ngulos 𝐵𝑇𝑀, 𝐵𝐴𝐶 é 𝑀𝐸𝐶 sa o sémélhantés.  

Séjam 𝑎 = 𝐴𝐸 é 𝑏 = 𝐸𝐶 (logo, 𝐴𝐶 = 𝑎 + 𝑏). 

Sabémos qué a raza o éntré as a réas dé figuras sémélhantés é  igual ao quadrado da raza o dé sémélhança. Com 

isso, témos:  

𝒜 𝐵𝑇𝑀 

𝒜 𝐴𝐵𝐶 
= (

𝑎

𝑎 + 𝑏
)
2

,             
𝒜 𝑀𝐸𝐶 

𝒜 𝐴𝐵𝐶 
= (

𝑏

𝑎 + 𝑏
)
2

  

Ou, équivaléntéménté,  

√𝒜 𝐵𝑇𝑀 = √𝒜 𝐴𝐵𝐶 ∙
𝑎

𝑎 + 𝑏
,              √𝒜 𝑀𝐸𝐶 = √𝒜 𝐴𝐵𝐶 ∙

𝑏

𝑎 + 𝑏
 

Somando as duas igualdadés:  

√𝒜 𝐵𝑇𝑀 + √𝒜 𝑀𝐸𝐶 = √𝒜 𝐴𝐵𝐶 ∙
𝑎+b

𝑎+𝑏
= √𝒜 𝐴𝐵𝐶   

Logo,  

 

√𝒜 𝐴𝐵𝐶 = √𝒜 𝐵𝑇𝑀 + √𝒜 𝑀𝐸𝐶  

 

 

 

𝐴

𝐵
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𝑇 𝑀



 
 

 

Problema 5 

Em 2011, a OBMEP dénominou como múltiplo irado dé 𝑛 o ménor dos mu ltiplos dé 𝑛 qué possa sér 

éscrito émprégando-sé apénas os algarismos 0 é 1.  

Por éxémplo, o irado dé 3 é  o 111, ja  o irado dé 7 é  o 1001.   

(a) O nu méro 10 é  irado dé si mésmo é dé mais outros dois nu méros intéiros positivos. Quais sa o éssés 

outros dois nu méros?  

Mu ltiplos positivos dé 2: 2, 4, 6, 8, 10, .... 

Mu ltiplos positivos dé 5: 5, 10, ... 

Portanto, 10 é  mu ltiplo irado dé 2 é 5.  

(b) Usamos a séqué ncia  ,   ,    ,     ,      ,        para éncontrar o irado do nu méro 6. Os réstos 

qué cada térmo déssa séqué ncia déixa, ao sér dividido por 6, sa o, réspéctivaménté:  , 5, 3,  , 5, 3. 

A diférénça     −  =   0 (éntré os dois priméiros térmos da séqué ncia qué déixam o mésmo résto 

na divisa o por 6) é  divisí vél por 6 é conté m apénas os dí gitos 1 é 0. Alé m disso, 1110 é  múltiplo irado dé 

6.  

Encontré, usando a mésma éstraté gia, um mu ltiplo dé 12 qué conténha apénas os dí gitos 1 é 0.  

Os réstos das diviso és dé 1, 11, 111, 1111, 11111, 111111, por 12, sa o 1, 11, 3, 7, 11, 3.  

A diférénça 11111 – 11 = 11100 (éntré os dois priméiros térmos da séqué ncia qué déixam o mésmo résto na 

divisa o por 12) é  divisí vél por 12 é conté m apénas os dí gitos 1 é 0.  

(c) Véja uma outra manéira dé éncontrar o irado dé 6:   

Os dois priméiros candidatos possí véis sa o 10 é 11. Como nénhum délés é  mu ltiplo dé 6, téntamos os 

séguintés: 100, 101, 110 é 111. Novaménté, nénhum é  mu ltiplo dé 6. Continuamos com: 1000, 1001, 

1010, 1011, 1100, 1101, 1110 é 1111. Como 1110 é  divisí vél por 6, élé é  o irado dé 6.  

Encontré o irado dé 13.  

Os dois priméiros candidatos possí véis sa o 10 é 11. Como nénhum délés é  mu ltiplo dé 13, téntamos os séguintés: 

100, 101, 110 é 111. Novaménté, nénhum é  mu ltiplo dé 13. Continuamos com: 1000, 1001, 1010, 1011, 1100, 

1101, 1110 é 1111. Como 1001 é  divisí vél por 13, élé é  o mu ltiplo irado dé 13. 

(d) Prové qué todo nu méro intéiro positivo possui um mu ltiplo irado. Ou séja, justifiqué a afirmaça o dé 

qué: Todo número inteiro positivo tem pelo menos um múltiplo que pode ser escrito utilizando apenas os 

algarismos 0 e 1. 

A démonstraça o déssa proposiça o dar-sé-a  simplésménté péla réconstituiça o do qué foi féito no itém (b). A 

démonstraça o fica compléta ao justificarmos qué o algoritmo praticado ém (b) podé sér réalizado para qualquér 

intéiro positivo; é isso é  sémpré vérdadé graças ao Princí pio das Gavétas (ou das Casas dos Pombos). 

Ora, considérémos a séqué ncia 1, 11, 111, … (até  o térmo com éxataménté n algarismos iguais a 1) é o résto qué 

cada térmo déixa na divisa o por n, intéiro positivo. O conjunto dé todos os réstos possí véis é  {0, 1, 2, …, n−1}. Em 

algum moménto déssa divisa o o résto séra  igual a zéro; sé isso na o ocorrér, havéra  nécéssariaménté dois térmos 

com o mésmo résto — é  éxataménté o Princí pio das Gavétas (ou da Casa dos Pombos). 

(Analogia: ém um pombal/columba rio, sé houvér mais pombos do qué caixas, pélo ménos uma caixa contéra  mais 

dé um pombo.) 



 
 
A diférénça éntré dois térmos com o mésmo résto na divisa o por n é  um mu ltiplo dé n; ém particular, éssé nu méro 

tém a forma 11…100…0 (uma séqué ncia dé algarismos 1 séguida dé uma séqué ncia dé zéros), portanto usa 

apénas 0 é 1. Logo, todo nu méro intéiro positivo tém pélo ménos um mu ltiplo com éssa caractérí stica, isto é , 

possui um mu ltiplo irado. 

 

A séguir, uma démonstraça o té cnica é déntro do rigor da éscrita matéma tica. 

 

Séja 𝑛 um nu méro intéiro positivo qualquér. Vamos éncontrar os réstos das diviso és dé 1, 11, 111, 1111, 11111, 

... por 𝑛. Séja 𝑘 um intéiro positivo qualquér, tal qué 𝑘 > 𝑛. Como 𝑛 é  um nu méro géné rico é, portanto, 

désconhécido, dénotamos por  

 

𝑛1 o résto da divisa o dé 1 por 𝑛; 

𝑛2 o résto da divisa o dé 11 por 𝑛; 

𝑛3 o résto da divisa o dé 111 por 𝑛; 

𝑛4 o résto da divisa o dé 1111 por 𝑛; 

⋮  

𝑛𝑘 o résto da divisa o dé    … ⏟    
𝑘 𝑣𝑒𝑧𝑒𝑠

 por 𝑛. 

Lémbré-sé qué 0 ≤ 𝑛1, 𝑛2, 𝑛3, ⋯ , 𝑛𝑘 < 𝑛. Assim, pélo Princí pio da Casa dos Pombos, éxistém 𝑖 é 𝑗, com 𝑖 < 𝑗, tais 

qué 𝑛𝑖 = 𝑛𝑗 , ou séja,    … ⏟    
𝑖 𝑣𝑒𝑧𝑒𝑠

 é    … ⏟    
𝑗 𝑣𝑒𝑧𝑒𝑠

 déixam o mésmo résto da divisa o por 𝑛, o qué implica qué  

   … ⏟    
𝑗 𝑣𝑒𝑧𝑒𝑠

−    … ⏟    
𝑖 𝑣𝑒𝑧𝑒𝑠

=   … ⏟  
𝑗−𝑖

00…0⏟  
𝑖 𝑣𝑒𝑧𝑒𝑠

 

é  divisí vél por 𝑛.  

Ja  qué todo nu méro intéiro positivo n possui um mu ltiplo cujos algarismos sa o dé apénas dois tipos, 0 ou 1, ésté 

podé sér o ménor dos mu ltiplos dé n com éssa propriédadé ou podé éxistir um outro ainda ménor. Em qualquér 

dos casos, n sémpré téra  um mu ltiplo irado.  

 

 


